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1. Inleiding.

In het proefschrift van Mevrouw P.E.van LOCHEM-LANGEREIS
"Serologische reacties bij rheumatische ziekten", 1950, verder
aan te geven met "de dissertatie", worden o.a. de volgende
drie 1) serologische tests behandeld, die van nut kunnen zijn

bij de diagnose van rheuma:

1. de antlstreptolysine-test (afkorting AST)

2. de L-agglutinine-test (afkorting L)

3. de gewijzigde Rose-test (afkorting R)

De drie gevallen, die bij de onderzochte personen in dit
verband van het meeste belang waren, zijn:

1. gezond (afkorting G)

2. rheumatofde arthritis (afkorting RA)

3. acuut rheuma (afkorting A).

Deze afkorting met hoofdletter (G, RA en A) zullen we ge-
brulken voor diagnoses welke op andere gronden dan de bovenge-

noemde serologische tests tot stand zijn gekomen; deze diagno-
semethode zullen we verder "diagnose D" noemen.

De bedoeling is nu een nieuwe diagnose-methode voor deze
drie gevallen op te stellen, die gebaseerd is op de uitslag van
de drie serologische tests en zo goed mogelijk aansluit bij de
resultaten van diagnose D en de eigenschappen van dit diagnose-

"diagnose d" zullen noemen, te analyseren. De

schema, dat we
volgens diagnose d aangewezen gevallen geven we ter onderschei-
ding van de uitslag van diagnose D met overeenkomstige kleine
letters aan (dus resp. g, ra en a) en de eventueel overbli jven-
de twijfelgevallen met t.

Bij de ontwikkeling van een dergelijk schema gaat men er in
feite min of meer van uit, dat diagnosemethode D een goede metho-
de 1s, immers deze methode zal de grondslag moeten vormen voor
het opstellen van schema d en men zal trachten ervoor te zorgen,
dat D en d zo vaak mogelijk dezelfde uitslag geven. Men kan dan
achteraf, d.w.z. bij nieuwe gevallen, D aanvullen of controleren
met d of zelfs D in bepaalde gevallen door d vervadgenu

De uitkomst van de drie tests bij een bepaalde persoon be-
staat uit drie getallen AST, L en R, die dus tezamen voorgesteld
1) De vierde test, de bepaling van de O-agglutininetiter, werd

in overleg met Mevrouw van Lochem, buiten beschouwing gela-
ten, daar deze minder geschikt leek voor de diagnose van rheu-
ma, teneinde het onderzoek te vereenvoudigen.




kunnen worden als een punt T (titerpunt) in een driedimensionale
ruimte met deze drie getallen als cobrdinaten. Onderzoekt men
een groot aantal personen, behorende tot de drie groepen G, HA
en A, dan vormen voor ileder van deze grocpen de titerpunten T
cen "puntenwolk". Indien deze¢ puntenwolken voor G, RA en A on-
geveer hetzelfde zljn, dan is geen bruikbacr schema op te stel-
len, daar dan de serologische tests gecn geschikt middel zign
om de drie groenen van elkaar te onderscheiden.

Liggen de drie huntenwoliten echter min of meer gescheiden dan

is het mogeclijk in de ruimte drie gebieden g, ra en a aan te
geven, zodanis dat cen titerpunt in gebired g meestal behoort

bij een persoon uit de groen G en analoog voor de gebleden ra en
a en de groepen RA en A. Een verdeling van de rulmte waarbij de
diagnoses g, ra en a precies overeenstemnmen met de dliagnoses

G, RA en A, is niect mogelijk, deaar de pun.enwolken gedeecltelil jk
over elkaar bleken te vallen. In het bijzonder bleek de scheil-
ding tussen G en A nogal onscherp te zijn. Om deze reden 1is dan
ook bij diagnose d nog een twliJfelgebicd © tussen g en a inge--
last,

De dissertatie geeft belangrijke aanwijzingen over de wij-
ze waarop grenzcn tussen g, ra en a getrokken kunnen worden;
door het ontbreken van gegevens over zowcl AST als L en R bij
iedere persoon afzonderlijk, moet echter voor cen nauwkeurigcr
bepaling van deze grenzen en een analyse van dlagnoseschema d
(aangeven van punt- en intervalschattingen voor de kansen, dat
bepaalde D-diagnoses nict met de d-diagnoses overeenstemmen) ge-
bruik worden gemaakt van gegevens ult matcriaal dat na het ver-
schijnen van de dissertatic is verzameld en dat we hieronder

met "het nieuwe materizal’ zullen aanduiden.

Opmerking. In de dissertatie worden de resultaten van L-en R-
test weergegeven door breuken met teller 1. Wij geven er de
voorkeur aan de noemers van deze breuken als maat te gebruiken.
In dit verslag zal dus b.v. R = 40 betekencn: de gewijzipgde
Rose titer is ﬁ% en v.v. L g 20: de L-agzlutininetiter is hoor-

1 . e
stens 50 Op deze wijzc wordt bereikt dat voor gezonde nersonen

de titers alle drie over het algemecen op een lager niveau lipgen

L

dan de titers van zieke personen.

We willen nu achtereenvolgens de gegevens ult de disserta-
tie en het nieuwe materisal bespreken en aan de hand daarvan
een diagnoseschema d opstellen. Daarna volgt nog een analysc
van bijzonderheden uit het materiaal en cen samenvatting van
alle conclusies,




2. Gegevens uit de dissertatie en conclusies hierult over

diagnoseschema d.

De gegevens uit de dissertatie dic voor het opstellen van

een diagnoseschema van betekenis zijn, zijn in tabel I weerpc-

geven.
Tabel T
Overzicht ven enige gepgevens uit de dissertatie
acuut rrheuma ‘rheumatolde
gezonde (G) arthritis (1A
aantal |percen- al |nercen~ | aantal|percen-
sera tage _tage sera tage
AST < 200 129 4,3 196 | [78,1]
200 £ AST < 12 3,3 33,73 HES 13,
400 < AST 3 2,1 s 9 3,5
totaal 4L 100 100 251 100
L £ 20 ol 03,1 92,10 1 4,0
L =40 5 5,0 3,2 16 6,4
L = 80 2 2,0 1,6 Lo 15,9
L 2 160 0 0 3,2 183 |[72,0
totaal 101 100 100 251 100
R & 4 sh | [95,5] o |poo_ 14 22
R = 8 3 bs 0 0 5
R = 16 0 0 0 0 7
R 2 32 0 0 0 0 Th
totaal 67 100 9  |100 108

We moeten hierbi]

opmerken dat de onderzochte sera niet alle van

verschillende personen genomen zijn. Zo waren de 251 sera van

RA-patiénten, waarvan de AST en de L bepaald zijn, afkomstig van

203 patiénten. De verschillende waarnemingen kunnen dus niet

als onderling onafhankelijk beschouwd worden, zodat de opgege-

ven percentages niet geheel betrouwbaar zijn. Met behulp van

deze tabel is het niet mogelijk de titernuntwolken van de drie

groepen G, RA en A te bepalen, omdat men niet beschikt over de
resultaten der dricec tests van iedere natiént afzonderlijk.

Toch geeft tabel I een aantal belangrijke aanwil jzingen.
Het algemene beeld van de L- en R-tests is voor de hier be-
schouwde groepen hetzelfde. De gezonden en acuut-rheumapatién-
ten hebben bijna uitsluitend een lage L en R terwljl de rheuma-
toid arthritispatidnten overwegend een hoge L en R bezitten.

Het onderscheid tussen gezond en acuut rheuma zal in de
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AST-waarde gezocht moeten worden, hoewcl dit onderscheid
moedelljk nlet zo scherp is. Personen met zowel een hoge
als een hoge IL- en R~titer zullen maar weinig voorkomen.
een preciezere afbakening van de verschillende gebleden zullen

we het nleuwe materiaal in de beschouwing moeten betrekken.

3. Het nieuwe materiaal.
Dit materiaal bestond uit de resultaten van drie tests

voor elke persoon afzonderlijk van een aantal verschillende
groepen menscn, Tabel II geeft een overzicht van dit materiaal
met enkele bijzonderheden als datum en lceftijd voor zover be-
kend.

Tabel II

Overzicht van het niequ“materiaal

datum v/h plaats van ) .
experiment herkoust leeftijd | aantal
a gezonde A 12151 Uitkoorn diverse ol
vrouwen ] (bekend)

15+ 1-152 Overschie ! I

1- 2-152 Schoonhoven " 66

b gezonde . : o
~  mannen October 50 20-22 j. 56
¢ A-pati&nten | 2e helft '50 - - Iy
d RA-patignten 2e helft '50 - - 156

Bij enkel personen ontbraken een of twee van de drie bepalingen;
deze zijn wasr de drie bepalingen nodip zijn (titerpuntwolken)
weggelaten., In de groepen ¢ en d zijn bij verschillende patié&n-
ten meerdere malen de drie tests uitgevoerd; voor deze patidn-
ten is dan alleen van het eerste drietal bepalingen gebruik
gemaakt teneinde voor alle personen zelijkwaardige gegevens te
verwerken,

We moeten nu trachten een goede schelding tussen gezonden
en acuut rheumatici te vinden op gronc van de AST-bepaling.
Daartoe zijn in figuur 1 tegen de AST-waarde,J , uitgezet:

1) het percentage der gezonden dat een AST-waarde groter
danx_ heeft, en

2) het percentage der acuut rheumatici dat een AST-waarde
kleiner dan X heeft.

Bij leder percentage is bovendien de bovenste bvetrouwbaar-
heidsgrens voor dit percentage aangegeven met een onbetrouwbaar-
heid 0,05. Dit betekent het volgende (voor de gezonden en ana-
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loog voor de andere groep; zle ook memorandum S 47 (M 13) 2)):
Indien de waargenomen groep gezonden beschouwd kan worden als
een steekproef uit de collectie gezonden ten aanzien waarvan
men zijn conclusies wil trekken (b.v. alle gezonde Nederlanders),
dan is de kans dat deze betrouwbaarheicsgrens inderdaad groter
1s dan het percentage van gezonden in genoemde collectie met een
AST-waarde groter danX , voor ledere X afzonderlijk, 0,05, of
anders gezegd: de gebruikte methode heeft bij iedere X een kans
0,05 om een te kleine bovengrens te geven. Het bedoelde percen-
tage is dus een onbekende grootheid; ons gevonden percentage
is een waarneming hiervan. Bij de berekening van deze grens gasn
we ult van een binomiale waarschijnli jkheidsverdeling voor het
aantal gezonden met een AST-waarde groter dan X (of bij A-pa-
tignteneen AST--waarde kleiner dan X) De gevonden betrouwbaar -
heidsgrenzen behorende bij verschillende waarden van X zijn
niet onafhankelijk. Dit impliceert hier: er is wel is waar een
kleine kans (0,05) dat onze bovengrens voor een of andere.X. te
laag ligt, doch als dit het geval is, zal zij niet alleen voor
die waarde maar voor een groot interval van X-waarden te laag
kunnen zijn.
We merken nog op dat er tussen de in de figuur aangegeven waar-
den van ¥, geen AST-bepalingen voorkomen, zodat dus de gevonden
percentages en grenzen ook voor de tussen deze waarden gelegen
punten gelden.
Op grond van deze resultaten 1ijkt ons nu de volgende scheiding
tussen gezond en acuut rheuma volgens AST-waarde aanbevelens-
waardlg (dit is nog afgezien van de pati&nten met rheumatofde
arthritis):

AST £ 220 — gezond

220 £ AST £ 320 — twijfelgebied
320 £ AST — acuut rheums

De percentages G en A welke in het nieuwe materiaal in de
verschillende gebieden vallen zijn in tabel III samengevat.

Tabel III
Percentages G en A in de verschillende AST-gebieden volgens de
steekproef

AST < 220 | 220 & AST € 320 | 320 & AST | totaal

G 33,0 14,1 2,3 100
2,1 2757 70,2 100

2

T e e e S G we s b wh e e e e e o

2) Enkele memoranda waarnaar in dit rapport wordt verwezen, zijn
aan dit rapport toegevoegd.




De betrouwbaarheidsgrenzen (onbetrouwbaarheid 0,05) voor
de corresponderende percentages in de collectie zijn 1n tabel
IV gegeven (2 79 betekent 79% is een ondergrens, < 18 bete-

kent 18% is een bovengrens).

Tabel IV ‘
Eenzijdige betrouwbaarheidsgrenzen corresponderend met de per-

centages uit tabel III

AST < 220 | 220 € AST £ 320 | 320 < AST
G 2 80 < 18 = 4
A = 9 = lo = 58
L

Zoals we in deze tabel zien, mogen we verwachten dat maaor
zelden het titerpunt van een A-patiént in het gebied g of het
titerpunt van een gezonde in gebied a terecht zal komen.

Voor het onderscheild tussen gezonden en acuut rheuma-pa-
tilénten enerzijds en rheumatoide arthritis-patiénten ander-
z1jds zullen de waarden van L en R bekeken moeten worde:..
gegevens uit de dissertatie doen een correlatie tussen de I-c:.
R-waarden bilj RA-patidnten vermoeden, welke in het nieuwe ma-
teriaal ook inderdaad aangetoond kan worden (paragraaf 4).

De titerpunten van het RA-patisnten met een bepaalde AST-waarc
zullen dus een puntenwolk van de in figuur 2 geschetste gedeaar..
vertonen, terwijl de titerpuntenwolk bij gezonden (of acuut
rheumatici) met dezelfde AST-waarde overwegend bij lage waardc. .

L
N X
\ X X X RA"}mHén{e_n
I ° >( .
o . X Oqezonden ot A-pahcntan
5 o\ R
AN

fig. 2. Schets van de titerpuntenwolk D1j een gegeven AST.

van L en R gelocaliseerd is. Op grond hiervan komt het o--

11jk voor om te verwachten dat een schuine lijn als II in fui-
guur 2 een doeltreffender scheldingslijn zal zijn tussen gezon-
den (of A-pati®nten) en RA-pati¥nten dan een lijn van de gedaan-
te I.

Door het discrete karakter van de waarnemingen van L en 2
zullen deze grenzen het beste met trapvormige 1ijnen kunnen wor -
den weergegeven. |

Het op deze vrij vage motieven opgebouwde diagnoseschema
d, wordt, zoals we hieronder zullen zien, door vergeli jking mo-




de diagnoses volgens D verder gerechtvaardigd.
De figuren 3, 4 en 5 geven voor ieder van de drie intervallen
van AST-waarden (AST < 220; 220 £ AST £ 320 en 320 < AST) een
L-R-diagram van de groepen G, RA en A. De in deze figuren ge-
trokken lijnen worden als grenzen tussen de gebieden g en ra,
t en ra en a en ra voorgesteld. In figuur 6 is nog eens beknop-
ter weergegeven, hoe de verschillende gebieden van de drie-
dimensionale AST-L-R-ruimte, waar diagnose d op berust, liggen.
Daar ult de dissertatie bleek dat de RA-pati&nten in meerder-
heid een lage AST-waarde bezitten, zijn voor de begrenzing tus-
sen ra en de andere gebieden de met de AST toenemende waarden
van L en R gekozen.

Tabel V geeft een overzicht van de aantallen titerpunten
van G, A en RA welke in het nieuwe materiaal in deze gebieden
vallen, terwijl in tabel VI deze aantallen ultgedrukt in percen-

tages van de totalen weergegeven zijn.

Tabel V
Aantallen titerpunten van G, A en RA in de gebleden g, a, ra en

D d g a ra € totaal
G 205 6 14 37 262
A 1 | 33 ol 13 47
RA 3 1 145 ! 153

Tabel VI

~Percentages van G, A en RA in de verschillende gebieden

D % g a ra T totaal
G 78,2 2,3 5,3 14, 1 100
A 2,11 70,2 0 27,7 100
RA 2,0 0,65 94,75 2,6 100

In tabel VII zijn op dezelfde manier als bij tabel IV is be-
sproken, betrouwbaarheidsgrenzen corresponderende met deze per-
centages samengevat.

Tabel VII
Betrouwbaarheidsgrenzen corregsponderende met de percentages uit
tabel VI (onbetrouwbaarheid 0,05) «

D d g a ra t

G = 73 | £ 4 L8 | £18
A £ 9 | 258 £6 | $ho
RA | & 4 |g2 291 ] 55
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Uit deze tabel blijkt dat slechts weinig diagnoses vol-
gens schema d fout zullen zijn in vergelijking met schema D;
wel treden nog al veel twijfelgevallen op.

h. Statistisch vooronderzoek van het waarnemingsmateriaal.
Bij de opstelling van schema d is gebruilk gemaakt van een
aantal uitkomsten van statistische toetsen welke we hieronder

kort laten volgen.

Verder is bij het onderzoek gebleken dat in het waarne-
mingsmateriaal enkele onregelmatigheden voorkomen, welke bij
de beoordeling van het in de vorige paragraaf behandelde niet
uit het oog verloren moeten worden (vooral bij de berekening
van de grenzen der betrouwbaarheidsintervallen). Hieronder volgt
een nadere uiteenzetting van deze onregelmatigheden. Het meren-
deel van de toetse heeft betrekking op de AST-waarden. De over-
eenkomstige toetsen op de L en R-waarden konden bij gezonden
en acuut rheumatici niet worden uitgevoerd in verband met het
te veelvuldig optreden van de waarde 0.

Voor de algemene gang van zaken bij het toetsen van een
statistische hypothese en voor de betekenis van enkele bij de
toetsingstheorie gebruikelijke termen (zoals: overschri jdings=.
kans, welke we steeds met f zullen aanduiden), verwijzen we na:.
memorandum S 47 (M 6). Voor verschillende uitgevoerde toetsen
worden bovendien speciale memoranda bijgevoegd.

Correlaties tussen AST, L en R.

Bij de opstelling van diagnoseschema d 1is gebrulk gemaakt
van het bestaan van een positieve correlatie tussen L en R voor
RA-patiénten, waarvoor reeds aanwijzingen bestaan in de gegeven-
van de dissertatie (zie tabel I). Deze correlatie, alsmede de
correlaties tussen AST en L en tussen AST en R werden in het
nleuwe materiaal getoetst met behulp van de rangcorrelatietoets
van SPEARMAN (memorandum S 73 (M 13b). Voor AST en L en voor
AST en R gaaf deze toets bij de RA-patig&nten geen aanwijzing
voor correlatie. Uitslagen van de toets:

AST - L, Rx 0,27

RA-pati&nten AST - R, £ 0,79

L -R, £~1079
Vergeli jking van de gegevens_uit de dissertatie met het nieuwe
materiaal bij gezonden. o

Met de toets van WILCOXON (zie memorandum S 47 (M 7)) zijn
zowel voor AST als voor L en voor R de gegevens ult de dissert.

tie met die uit het nieuwe materiaal vergeleken. Hierbij werden




de volgende resultaten gevonden:

1) AST in het nieuwe materiaal is hoger ( fciqo“qo) )

2) L-waarde in het nieuwe materiaal is lager ('f:iqo“‘)

3) R-waarden wiljzen geen verschillen tussen dissertatie
en nieuw materiaal aan (ﬂ = 0,87)

Inhomogeniteit van de AST-waarden.
Het verschil ih de AST-waarden is nader onderzocht. In de

eerste plaats werden aanwijzingen voor een afhankelijkheid van
AST met de leeftijd gevonden. Dit is onderzocht bij de drie
groepen gezonde vrouwen, waarvan de leeftijden bekend waren,
met behulp van de rangcorrelatietoets van SPEARMAN (zie memo-
randum S 73 (M 13b)), met de resultaten:

Vrouwen uit Uithoorn, daling met de leeftijd (% = 0,001)

Vrouwen uit Schoonhoven, slechts zwakke daling (% = 0,12)

Vrouwen uit Overschie, daling met de leeftijd (%?= 0,013).

Om dit leeftijdseffect te elimineren bij het onderzoek
naar een eventueel tijdsverloop, is de groep soldaten met be-
hulp van de toets van WILCOXON vergeleken met een groep gezon-
de vrouwen van ongeveer dezelfde leeftijd (20-22 jaar). De
AST-waarden bij soldaten lagen duidelijk lager volgens deze
toetsing (7{' < 10"'6) .

Een verklaring hiervoor kan zijn een stijging van de AST-
waarden met het tijdstip van bepaling (b.v. door een verloop in
de bepalingstechniek). De AST werd bij de soldaten een Jaar eer-
der bepaald dan bij de vrouwen (zie tabel II), maar ook een
systematisch verschil tussen mannen en vrouwen wat de AST-waarde
betreft zou de uitslag van deze toets kunnen verklaren. Boven-
dien werden de AST-waarden van de soldaten vergeleken met de
gegevens uit de dissertatie, welke laatste nog wee eerder ver-
zameld werden. Het resultaat van deze toetsing (eveneens met de
toets van WILCOXON) was cen verdere ondersteuning van de eerst-
genoemde onderstelling:

AST-waarden van soldaten hoger dan die uit de dissertaite

(overschrijdingskans‘é = 0,027).

Ten slotte werden de groepen gezonde vrouwen uit de ver-
schillende plaatsen nog eens onderling vergeleken. Het leeftijde.
effect werd ge&limineerd door de totale groep gezonde vrouwen
in 7 groepen van 25 te verdelen, zodat binnen een groep de leef-
tiJjd ongeveer constant 1is. Op deze 7 groepen van waarnemingen
uit de drie plaatsen Uithoorn, Overschie en Schoonhoven is een




- 10 -

generalisatile 3) van de methode van m rangschikkingen onder-
zocht of een rangschikking van de drie plaatsen naar de AST-
waarden in alle leeftijdgroepen al dan niet overeenstemt.

Het resultaat was een overschrijdingskans 0,04, dus een
lichte aanwijzing voor overeenstemming, terwijl de gevonden
volgorde van stijging van de AST-waarden, nl. Uithoorn, Over-
schie, Schoonhoven overeenkomt met de volgorde van het tijd-
stip van behandeling, zi1j het ook dat deze tijdstippen zeer

dicht bij elkaar lagen.

Vatten we de resultaten uit deze paragraaf samen dan kun-

nen we zeggen:

1. De L~ en R-waarden bij RA-patiénten zijn sterk gecorre-
leerd; dit resultaat is gebruikt bij de opstelling van diag-
nose d.

2. Tussen het nieuwe materiaal en de gegevens uit de dis-
sertatie zijn belangrijke verschillen gevonden, vooral in de
AST-waarden, maar ook in de L-waarden: de AST is gestegen, de
L-titer is gedaald.

3. Een mogelijke verklaring voor dit verschil in AST-waa.
den ligt in een verloop met het tijdstip van bepaling (wellicht
een verloop in de waarnemingstechniek?) en wel een stijging
van de AST-bepalingen.

4. Bovendien werd bij de AST-waarden een sterke aanwijzing
voor leeftijdsafhankeli jkheid gevonden.

5. Het gedrag van de L- en R-waarden bij gezonden en acuut
rheumatici kon niet nader onderzocht worden in verband met de
zeer vele waarden O die bij deze groepen optreden.

Bij de beoordeling van diagnoseschema d en vooral van de
betrouwbaarheidsgrenzen voor de verschillende percentages uit
paragraaf 3 moet in verband hiermee wel het nodige voorbehoud
worden gemaakt. Met name het gedrag van de AST-bepalingen kan
wellicht leiden tot een verschuiving van de grenzen tussen de
verschillende gebieden en aanleiding zijn tot een frequentere
3) Bij de gewone methode van m rangschikkingen (zie mem., S 47

(M 14)) is sprake van m waarnemers, die ieder van n elementen
één keer waarnemen en op grond daarvan ranghummers toekennen
aan de elementen. In de hier toegepaste gegeneraliseerde me-
thode, wordt toegelaten dat de waarnemers, ieder element 0 ¢
meer dan één keer waarnemen. Deze toets is te gecompliceerd
voor behandeling in een memorandum. Zie: A.Benard en Ph.van
Elteren, A generalization of the method of m rankings, Inda-
gationes 15 (1953), p. 358 en Proceedings Kon. Ned. Ak. v.
Wet. 56 (1953).
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overschri jding van deze grenzen dan volgens de betrouwbaar-
heidsgrenzen voor de kansen in de verschillende gebleden te-
recht te komen uit tabel VII mag worden verwacht.

5. Samenvatting.
Uitgaande van de bestaande diagnose D (G, A en RA) werd

een nieuw schema & (g, a, ra en t) opgesteld, gebaseerd op de
metingen van de AST, L en R-~titers bij cde te onderzoeken pa-
tlent. Uit de gegevens van de dissertatie kon reeds woiden af-
geleid dat de scheiding tussen g en a op de AST-waarde zou moe-
ten berusten (a bij hoge AST). Daar de scheiding tussen de
AST-waarden van acuut rheumatici en gezonden niet zo scherp
1s, werd een overgangsgebied, t (twijfelgebied), tussen g en a
ingeschakeld, waarin dus volgens diagnoseschema d nog geen

pertinente uitspraak mogelijk is.

Verder bleek uit de dissertatie dat RA-pati&nten voor het
overgrote deel verhoogde L- en R-titers bezitten, zodat voor
diagnose d bij iedere AST-waarde een grote L- en R-waarde tot
de uitspraak ra zal moeten leiden.

Ult de dissertatiegegevens 1s dus de verdeling van de ti-
terpuntenruimte (AST, L en R als co¥rdinaten) in gebieden g,
a, t en ra voor diagnose d reeds in grote trekken bepaald.

Voor een nauwkeurigere bepaling van de grenzen tussen de
verschillende gebieden (fig. 5) en van betrouwbaarheidsgrenzen
voor de percentages Gy RA- en A-personen met titerpunten in de
verschillende gebieden (tabel VII), werden de gegevens van het
nieuwe materiaal gebruikt,

In paragraaf 4 werd gewezen op het voorbehoud dat bij de
beoordeling van schema d gemaakt moet worden in verband met 2e -
vonden onregelmatigheden van de bepalingen. In het bijzonder
blijkt er een verloop met de leeftijd en vermoedelijk ook met
de tijd in de AST-~titer voor te komen.

Het zal van grote betekenis zijn de waarde van diagnose-
schema d te onderzoeken met nieuwe gegevens, opgezet als in "het
nieuwe materiaal" en hierbij tevens aandacht te besteden aan
extra factoren (dus naast de omstandigheden: gezond, acuut rheuma
of rheumatofde arhtritis) welke een invloed op de bepalingen
kunnen uitoefenen. Misschien kan dan bij een eventuele verfijning
van diagnoseschema d ook van de O-agglutininetiter gebruik wor-
den gemaakt.
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MATHEMATISCH CHENTRUM -
Amsterdam
Statistische Afdeling.

S47(16)
)

Algemene gang van gzaken bij het toetsen van een 7’

hypothese.

De toetsing van een hypothese 5%5 berust steeds op een aan-

tal waarnemingen % ,% ..., %, van één of meer stochastische
grootheden2 s 0f op enige groepen van waarnemingen (bv. twee
steekproeven). _

Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid # (soms meer

dan één), die een functie is van bovengenoemde stochastische
grootheden en die, voor de waargenomen waarden % g5 geeegy K
een waarde aanneemt, die berekend kan worden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, »f het verschil van
de gemiddelden van twee waarnemingen).

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekezen, dat men, op
grond van de onderstelling, dat<?, juist is, de waarschijnliik:
heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen.

Vervolgens kiest men een verzameling 7 van mogelijke uit-
komsten van # , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat «
een in Z gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese ﬁ%f R gel%;k
is aan een gegeven getal & , zodat Z dus van & afhankelijk is ’
Z heet de kritieke zdne van de toets, & de onbetrouwbaarheids-
drempel (Engels: level of significance). Voor o«/ neemt men
veelal de waarde 0,05 of 0,01.

Men verwerpt nu dﬁj Op grond van de waarnemingen % , 2, ,

~eey %, indien de bij deze waarnemingen behorende waarde

van 4 in 7 ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen,

dat het resultaat van het experiment "significant" is. De waar-—
de van &« moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal

gebeuren, is, indien‘ﬂg’ juist is, gelijk aan. «. Derhalve is
& de kans op ten onrechte verwerping van de Jjuiste hyvothese,
ook de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien

m™n deze methode toepast, met & = ,05 resp. 0,01, zal men in

gemiddeld ongeveer één op 20 resp. op 100 van de gevallen,
waarin de hypothese die men toetst juist is, deze toch verwerpern.

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter origntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een
waarschijnlijkheidsverdeling bezit, of, anders gezegd, een grooy -
heid, die voor de elementen van een collectie(universum, popula-
tie) gedefinicerd is en daarop allerlei waarden aanneemt. Sto-
chastische grootheden worden asnscgeven door ondergtreepte
letters.




-De toectiingstiheorie biedt in het algemeen geen mogelijk-
heid cm cot aanvaarding van een hypothese te komen. Indien
een bepaalde 1ypothe°nc%( niet verworpen kan worden, is dit
gewooirlijk not con Lolc verzameling van hypothesen tegeliji
het geval. Niet-verwerpen staat dus niet selijk met aanvaarden.

Wel zal men vaak in de loop van een statistische analyse
bepaalde »nderstellingen, die plausibel schijnen en voor de
verdere analyse van nut zijn, toetsen, alvorens ze bij de
verdere bewerking van het materiaal te gebruiken, Worden zij
dan op grond van de tuets niet verworpen, dan houdt dit in zo
verre een rechtvaardiging van die cnderstellingen in, dat cen
grote afwijking dooxr de tcets veelal wel zou zijn ontdekt.
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarlocst
men eventucel aanvovige afwijkingen van onbekende grootte,
die echter niet zo groot zijn, dat zij Jdoor de toets gziin
ontdekt.

Vele toetsen gelden zelf alieer onder bepaaide onderstol-
lingen omtresn. . wearachiiniijkheilsverdelingen der stochas-
tische grootheden, waarvan wearnemingen zijn verricht. Deze

novenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkeliiks te worden ver -

meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst.
4.

- . ~ 7 .
Tn piagls van e onbetrouwbaarheidsdrempel ¢ wirdti vasx
bij de urtsiag van een tuebsing de overschrijdingskans 7%

gegevern; dit 1g de kizinste waavrde van Qfdg waorki? in he?
betrokken geval, neg tos vervwerping van_é@ zO1 Zijn overgeszaun;
anders gezegd: de kleinsie & . waarvoor de gevondcn waardo
der toetsingssrootheid nog juishs in de (bij 94 behorenic)

waarde A opgegeven en

kritieke zdac 7 lzgbt., Wordh dus 7

e
werkt men met onbeirouwbearneidsdrempel o6, dan words

- 4. ,7/ o =
verworpen, indicun Eo  ig,

Voor het onderzceheid *ussen één—- en tweezijdige ftoeteing
en de keuze “ussern deze Lwee megelijkheden vergelijke men bv

c
de tweede hieronder gegeven litteraluurpleats. Wij moeten aler

volsiesan wet do odmerking, dat &énzijdige toetsing veelal

e, o
egrder tot verwerping 7anx$§¢eldt, maar dat deze slechts "1
der pijzmoncerve omstandigheden kan worden toegepast.

Litleratuurs: -
J Neyman, r.rst .course in probab lity and statistics, New
York, 195C. Chapter 5. , , L,
J.Hemelri’k en H.R., van der VaLau9 Het georulik van éen- on
“tweezijdice overschrijdingskansen voor het tosts
van hypothesen, Statistica 4 (1950) p.54-66.




Mathematisch Centrum, Maarﬁ, 1952.
2de Boerhaavestraat 49,
fmsterdam O.

Statistische Afdeling,
ST (MT) .

De toets van Wilooxon.l)

Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese Ho’ in-
houdende, dat twee steekproeven XiseoesX €N yl,...,ym af-
komstig zijn uit één collectie (ook wel populatie of universum
genaamd) .

Voor het toetsen van de hypothese HO wordt gebruik gemaakt

2), die als volgt uit de waar-

van een toetsingsgrootheid U
nemingen berekend wordt. Onderstellen we, dat de waarnemingen
KiseeesX, €N yl,..,,y naar opklimmende grootte gerangschikt
zijn, dan bepalen we eerst het aantal waarnemingen uit de
tweede steekproef, dat kleiner is dan de kleinste waarneming

1

x. uit de eerste steekproef (bij gelijkheid tellen wij 7 in

p%aats van 1). Noem dit aantal Vl' Vervolgens wordt het aan-
tal waarnemingen uit de tweede steekproef bepaald, dat klei-
ner is dan de op één na kleinste waarneming x, uit de eerste
steekproef (bij gelijkheid wordlt weer ce” L in plaats van 1
geteld). Dit aantal noemen we Vg, Evenzo worden met betrekking
tot XB’XM""’Xn de aantallen VB’V4""’Vn bepaald. De waarde
U van de tretsingsgrootheid U wordt voor de twee steekproeven

dan gegeven door

U—V1+V2+ +Vl,1 .

Wanneer onder de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen,
kan bewezen wocrden, dat de toetsingsgrootheid U onder de
hypothese H_ voor grote waarden van n en m (beide 2 10) Dbij
benadering een normale verdeling bezit. De waarnemingen
Xl""’xn en YqseeesVy tezamen genomen vallen uiteen in een
aantal groepen van gelijke waarnemingen. Noem het aa :tal van
deze groepen k, dan is k minstens 1 (als alle waarnemingen
gelijk zijn) en hoogstens m+n (als alle waarnemingen ver-
schillend zijn).

et —n - . e s ot et o2 o e —_ o — - —— 1 o o - o omt = Be e e wmt e T e il e ms e e e e M emd o e eSS

Dit memorandum is slechts bedoeld ter orié&ntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid.

Stochastische grootheden worden door onderstreping aan-
geduid.
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Zijn tl,...,tk de aantallen waarnemingen in deze groepen van
gelijken, dan worden het gemiddelde 4« en de variantie 0o
van de toetsingsgrootheid U gegeven door

//L'(" (p_) = %—mn >

en
2 1 nm 5
o “=var (U)= T2 {nfm) (n+m-1) {’(n+m) *
- (t13+t23+...+tk3)} b

De grootheid /u/(g) 1s dus onafhankelijk van de waarden vast.
Indien de hypothese Ho niet vervuld is, zal de grootheid U
grote of kleine waarden bezitten, al naar gelang y systema-
tisch kleiner of groter is dan X.

De (tweezijdige) toets bestaat nu daarin, dat men HO ver-
werpt indien Ge gevonden waarde U van U te sterk van/Au af-
wijkt, d.w.z. als

|U- | & 2
e 5
waarin ol de onbetrouwbaarheidsdrempel 1s en Em volgt uilt
(@)
L J/e—%xgdx=-%ot s
2Tt £

en in cen tabel van de normale verdeling kan worden opge-
zocht.,
De (tweezijdige) overschrijdingskans k , behorende bij T,
is gedefiniéerd als

2 -3x

k= —=— / e

2)
VERy? |

>
en kan ook in eenttabel van de normale verdeling worden ge-
vonden,

Bij eenzijdige toetsing wordt ol door D« vervangen, resp. k
gehalveerd.

Een bijzonder geval van het Yovenstaande is, dat onder de
waarnemingen voor X en y in 't g=heel geen geliljken vocrkomen.
In dat geval kan de uitdruiking voor de variantie hitrleld
worden tot '

52= %ﬁ am/arm+l) .

Deze formule is een door T.J.Terpstra gegeven vereenvou-
diging van de door J.Hemelrijk([5] en [T7]) afgeleide for-
mule. De afleiding van deze vereenvoudigde formule zal nog
gepubliceerd worden.

Deze formules berusten op de normale benadering van de
verdeling van U.



3.

Indien n en m kleiner zijn dan 10, zijn tabellen beschikbaar
voor het berekenen van de overschrijdingskans k voor de uit
de steekproef bepaalde waarde U van U (zie [2] en E4]).
Dergelijke tabellen bestaan echter niet voor het geval, dat
gelijke waarnemingen optreden,

Opmerking. Men kan gemakkelijk bewijzen, dat de variantie van
U door het optreden van gelijke waarnemingen vermindert., Het
verschil, dat door deze gelijken optreedt, is echter in het
algemeen gering. Men kan daarom in eerste instantie deze cor-
rectie op 0'2 verwaarlozen, De overschrijdingskansen, die men

dan vindt, zijn iets te groot.

Litteratuur:
1. F.Wilcoxon, IndiVidual comparisons by ranking
methods, Biometrics 1 (1945), p.80-83.
2 H.B.Mann and On a test of whether one of two
D.R.Whitney random variables is stochastically

larger than the other, Amer.,Math.Stat.
18 (1947),p. 50-60.°

5 H.R.van der Vaart Some remarks on the power function of
Wilcoxon's test for the problem of
two samples, Proceedings van de Kon.
Ned.Ak.v.Wet., 53 (1950),p. 494-520.

4 H.R.van der Vaart Gebruiksaanwijzing voor de toets van
Wilcoxon, met tabellen voor n en m(lO,
Rapport S3%2 (M4) (1950).

5 H.R.van der Vaart De toets van Wilcoxon voor het pro-
bleem van twee steekproeven. (Cursus
"Parametervrije Methoden", 1951-'52),

6 D.van Dantzig Kadercursus Mathematische Statistiek,
" Math. Centrug, Amsterdam (1947-'50),
hoofdst. 6, 3.
7 J.Hemelrijk Note on Wilcoxon's two sample test,

when ties are present, Ann.Math.Stat.
22.(1952) no, 2,
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MATHEMATISCH CENTRUM
2de Boerhaavestr, 49,
Amsterdam -0,
Statistische Afdeling
S47(M13)

1)

Rangcorrelatie

i o S . i o Bons W s wae W S WIS s e S B e s S . O o D Qe SIS WY

De door M,G. Kendall ontwikkelde methode der rangcorre-
latie is toepasbaar op de volgende situatie:

De stochastische grootheden . X en y bezitten een si-
multane verdeling, Over deze verdeling zelf behoeft niets on-~
dersteld te worden,

(xi,yi) (1 =1,...,n), zijn onafhankelijke waarnemings-
paren van deze stochastische grootheden
Voorbeeld:

%3 0,1 0,12 0,10 0,11 0,15 0,13
¥i 3,4 3,0 3,2 3,5 3,5 3,5

Wijvzeggen dat de waarnemingsparen (xi,yi) en (xjyj)
positief gecorreleerd zijn, als de volgorde van X; en Xj het=
zelfde is als die van y; en Y (bv, x4 < Xy en y; < yj); 21 ]
zijn negatief gecorreleerd als de volgorde van x; en Xj tegen-
gesteld is aan de volgorde van yi en y. (bv. Xy > Xj en
i< yj) en zij zijn niet gecorreleerd als X5= X, of V4= yj.

In tabel 1 hebben wij van alle tweetallen (Xi’yi) en
(Xj,yj) ult ons voorbeeld nagegaan of zij positief, negatier
dan wel niet gecorreleerd zijn, Een positieve correlatie is
aangeduid met +1, een negatieve met -1, terwijl het ontbreken
van correlatie wordt aangegeven door een O,

De toetsingsgrootheid van de methode van rangcorrelatie
is nu het aantal positief gecorreleerde tweetallen verminderd
met het aantal negatief gecorreleerde, of wel de som van de
getallen, die in tabel 1 in de kolom "correlatie" voorkomen,

De verdeling van S voor het geval dat x en y onafhankeli jk

zijn is bekend (zie § 2)., De hypothese dat x en y onafhankelijk

— — D s e 5 . SR T s, T S0

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid,
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Tabel 1 zijn, kan dus getoetst worden,
Berekening van S Is de hypothese van onafhanke-

voor het voorbeeld 1ijkheid niet vervuld, dan is de

i J Correlatie waarschijnlijkheid van grote posi-

1 2 -1 tieve of grote ncgatieve waarden
1 3 +1 van S groter, dan wanneer dit wel
1 4 0 het geval is, De kritieke z0ne is
1 5 +1 daarom van de vorm |S) g,SO, en “ij
1 6 +1 éénzijdige toetsing van de vorm
2 3 -1 S ;~Sé (rechtszijdige toetsing) of
2 4 -1 §=8; (linkszijdige toetsing).
2 5 +1
2 6 +1
3 4 +1
3 5 +1
3 6 +1
4 5 0
4 6 0
5 6 0
S = +5

s 000 SOSD e e Wt CE G e daus USe MMM me Gme vwme WS s G i s e S o SR WY S W L. G ma e S e

( Als er noch bij de X5 noch bij de yj gelijke waarden
voorkomen kunnen wij gebruik te maken van exacte tabellen,

die voorkomen in [1] pg 141 (n = 4 t/m,10) en in [2] (fables
I =nd II, n = 4 t/m 40), Bovendien vindt men in [ 2] table TIT

de kleinste waarden van.g_? waarvan de overschrijdingskanscn
onder de hypothese van onafhankelijkheid hoogstens gelijk zijn
aan & voor & = 0,005; 0,01; 0,025; 0,05 en 0,10 en
n=4,5,6,...,40,

Als er bij de % 6f bij de y;, doch niet bij beide twec-
tallen of drietallen gelijken voorkomen, kan men voor n < 10
geluik meken van de tabel van Sillitto [4] .

Voor grote waarden van n is de verdeling van (waarm

t%ﬂ“bl

CTS de spreiding van §_is, die uit een hieronder op te geven

formule berekend kan worden) bij tenadering normaal met ge-
middelde O en spreiding 1, Hiervan kunnen we gebruik maken

om de hypothes~ -ran nmafhankelijkheid te toetsen in de geval-
len waar de exacte verdeling niet gelabelleerd is, Dit go-
schiedt dan, door in een tabel van de normale verdeling de
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overschrijdingskans op te zoeken, die behoort bij de gevon-
den waarde van L '

Om CTS te berﬁkenen nemen wij in de rij der waarnemingen
Xy de geliJjke waarnemingen in groepen bij clkaar, De aantallen
waarnemingen in die groepen duiden wij aan met th, waarin
h.=j1,2,...,k1. Evenzo doet men in de rij der waarnemingen
yj, waar we de overcenkomstige aantallen aanduiden met U,
waarin A4 = 1 12900 3K Gé kan dan gevonden worden uit de

volgende formules
(1) O-S = 1 '{n(n-1)(2n+5) - 2;: th(th“1)(2t +5) -
Ly
- £ w2 | +
= k k2
9n(n—1)(n-2}4~ th(th'1)(th—2)4“ uur1) (up2) +

1 ;
+ EKTE:TT'E;1 th(th‘?zgza ?{%f1).

“n ons voorbeeld van § 1 komt in de rij x; &én tweetal
gelijken(dus k=1 en t1=2) en in de rij‘y}_één drietal gelijlen
(k2= T, ug = 3) voory Dus geldt:

t1(t1" 1)(2t1* 5) = 241.9 = 18

ug(ug= 1)(2uy+ 5) = 342,11 = 66

ty(tg= D(tg=2) = 0 L (= Do ) ”
t(ty= 1) = 241 = 2

uy (g~ 1) = 3.2 = 6

n(n-1)(2n+5) = 6,5.17 = 510

n(n—T) =6,5 = 30

it

zodat:
0 = 15 { 510-18-66} + 1sx2x6=23,87
en CT6 = 4,89 is,
Aig alle tﬁ, en alle gg gelijkz?mnm1 en er dus in geen

van beide rijen gelijken voorkomen, gaat formule (2) over ins

(2) T ¢ =\/1y n(n=1) (2n45)

Een tabel van deze functle voor n = 40,41,...,100 vindt
men in| 2] (table IV),
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Als maat voor de correlatie " 1m . de rij van waarnecmings-
paren (X1,y1),...,(xn,yn) heeft Kendall de coéfficiént 7
gedefinieerd, die + 1 is als de volgorden der waarnemingen
in beide rijen XyseeosXy) €N Yygeee ¥y volledig overeenstemmen
en -1 is, als deze volgorden volkomen tegengesteld zijn. De
definitie van C is:

(3) T = — 7 2b T -
12 2
{n(n—1)—%;1th(th—1y'{n(n-1)t§§1 u{(q£—1) [

Als er in geen van beide rijen gelijke waarnemingen
voorkomen wordt deze formule:

(9 T o= oy

Literatuur:

[1] M,G. Kendall, Rank correlation Methods London 1948,
Hoofdstul 1.
[2] L. Kaarsemaker en A, van Wijngaarden., Tables for use

in rank correlation . (1952)
Report R 73 of the Computation Department of the
Mathematical Centre,
£3] J, Hemelrijk, Kendall's rangcorrelatie~coefficiént .
Hoofdstuk I der cursus "Tarametervrije
Methoden" Rapport S 59 (1951) Mathematisch
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of rankcorrelation in rankings containing
ties. Biometrica 34 (1947) p. 36-40,
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S 73 (M 1%a)
Trend-toets met behulp van rangcorrelatiel)

Men kan de methode der rangcorrelatie toepassen om na te
gaan of er in een reeks waarnemingen van een stochastische groot-
heid y een trend, d.w.z. een stijgend of dalend verloop aanwezig
is. Men maakt daarbij gebruik van het feit, dat bij een systeem’
van n waarnemingsparen (Xi’ yi) de grootte van Sg) en de verde-
ling van S onder de hypothese van onafhankelijkheid niet veran-
dert als men de volgorde van de paren wijzigt. Men kan dus bij
de berekening van S de volgorde der paren (Xiyi) zodanig kiezen,
dat de rangnummers van bijvoorbeeld de Xy de rij 1, 2, 5,..., n

. vormen. De hypothese van onafhankelijkheid komt dan overeen met
de hypothese HO, dat alle mogelijke permutaties van de rang-
nummers der vy, even waarschijnlijk zijn.

Indien wij nu willen onderzoeken of er een trend aanwezig
is in de rij waarnemingen Viseees¥, Van de stochastische groot-
heid y, dan voegen wij de rij 1, 2, ..., n toe en bepalen ver-
volgens 8 zoals aangegeven in memorandum S 47 (M 13) en toetsen
bovengenoemde hypothese Ho“ Onder deze hypothese heeft S dezelfde
verdeling als de overeenkomstige grootheid der rangcorrelatie-
toets onder de hypothese van onafhankelijkheid; wij gebruiken hier
ook dezelfde kritieke zbnes. Indien S een positieve (resp. nega-
tieve) waarde heeft behorende tot de kritieke z6ne spreken wi]j
van een significant stijgende (resp. dalende) trend.

Voor literatuur over deze toets zie men [1]

Deze toets kan worden uitgebreid tot meerdere onafhanke-
lijke reeksen waarnemingen, die niet alle even groot behoeven te
zijn. Bi1j voorbeeld:

yl,l’ y132’""°°’ yl,n

1
Io,15 Yp poevees ; y2,n2
y}}l’ y‘5523 """" 2 y39n3
ym,l’ ym,ez °°°°° 5 ymsnm

Bt e S ——

1) Dit memorandum is een aanvulling op memorandum S 47 (M 13).
Het is slechts bedoeld ter orientatie en streeft niet naar
volledigheid of volledige exactheid.

2) Zie voor de definitie van S memorandum S 47 (M 13).
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Blz. 2

Wij bepalen nu de S voor het stelsel paren (l’yll)(g’y12)°°°
’°°(n1’y1n2 en noemen deze Sl‘ Evenzo behandelen wij de tweede
rij en verkrijgen zo 82 ete.

Wij bepalen dan de som

Stot = S1 + 52 t .., + Sm.

Eveneens berekenen wij bij de eerste rij de spreiding 1
volgens formule (1) of formule (2) van memorandum S 47 (M 13).
Evenzo Cfg, 0'3,...,0’ .

m
Wij weten nu, dat onder de hypothese HO voor rij 1 ﬁl bij
benadering normaal verdeeld is met gemiddelde 0 en spreiding<71;
indien HO geldt voor rij 2 is §2 bilj benadering normaal verdeeld
met gemiddelde O en spreiding <72 etc. Indien hypothese HO geldt
voor alle rijen, dus indien in alle rijen alle permutaties der
rangnummers van de waarnemingen even waarschijnlijk zijn, en
indien deze rijen bovendien onafhankelijk zijn, dan geldt dat

§£6t'bij benadering normaal verdeeld is met gemiddelde C en

spreiding: 7
- 2 2 2
Toor VT2 + a2+ .+ T2

Wij kieZen nu als kritieke z6ne weer lstot‘ 2 S, bij tweezijdige

toetsing, Stot:; Sé bij rechtszijdige en Stot = Sg bij linkszij-
dige toetsing, Voor literatuur over deze toets zie men [2]

Literatuur: [1] H.B.Mann: Non parametric tests against trend,
Econometrica 13 (1945) blz. 245-259,

- [2] G.Elfving en J.H.Whitlock: A simple trend-test
with application to erythrocyte data, Biometrics
é_(1950) Blz. 282-288.
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S 73 (M 13b)

Spearman's correlatie-co&fficiént, wanneer er geen geli jke

waarnemingen optredenq).

"We beschouwen het geval dat twee stochastische groot-
heden x en 1?) een simultane verdeling bezitten. Over
deze verdeling zelf behoeft niets ondersteld te worden.
(x4594)5 (%5,95)+..(x,,¥,) zijn n onafhankelijke waarne-
mingsparen van deze stochastische grootheden,

Voorbeeld.
1 = 1 2 3 4 5 6

x, 0,107 0,123 0,101 0,111 0,154 0,132
v 3,39 3,01 3,17 3,54 3,47 3,49
Om op grond van deze waarnemingen de hypothese HO te

toetsen, dat x en y onafhankelijk verdeeld zijn heeft
C.Spearman de volgende parametervrije toetsingsgrootheld

i

ingevoerd:
Nummer de waarnemingen Xy (1 = 1,2,...,n) naar op-
klimmende grootte, evenals de Yy
Voorbeeld,
i-= 1. 2 3 & 5 6
rangnummer van X, 2 4 1 3 6 5
‘Tangnummer van y, 3.1 2 6 4 5
verschillen der rangnummers, d: 1 3 1 3 2 O
@®:1 9 1 9 4 o

Van de paren rangnummers wordt het verschil bepaald en
deze verschillen worden gekwadrateerd en opgeteld. Hun
som 1is §(d2). In dit voorbeeld dus 24,
§(d2) varieert van O, bij volkomen overeenstemming,
tot 1/3(n3—n), bij volkomen tegengestelde nummering der
beide rijen.
We verwerpen de hypothese Ho van onafhankeli jkheid
ten gunste van de alternatieve hypothese: x en y ziljn
positief resp. negatief gecorreleerd, als §(d2) een zeer
1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori&ntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) De onderstreping geeft aan, dat de toetsingsgrootheid
stochastisch is, d.w.z. een waarschijnlijkheidsverde-
ling bezit.



lage resp. zeer hoge waarde aanneemt.
Tabellen van de kans,dat een zekere waarde van §(d2)
4 t/m 8 zijn te vin-

9 en 10 in Biometrika

bereikt of overschreden wordt voor n
den in Kendall [1] p. 1423) . voor n

2] p. 1333
Voor n > 10 kan men gebruik maken van het feilt, dat

fi

i

& = {nP-n-65(a")} , 5 5
128(d%) { n’-n-38(d°)}
bij benadering een Studentverdeling heeft met n-2 vrij-
heidsgraden.
Voor nog groter% n kan men ook van de in dit geval
normatee

minder nauwkeurigévbenadering gebruik maken. Daarbij geldt
dan voor het gemiddelde d?§jd2) van §(d2)

2y _ 1,.3 _ /n+1
£ 8(a%) = gln’-n) = (M3,
en voor de variantie

528D} = g5 (0P ndn?) = D (FD).

Om de mate van afhankelijkheld van X en y als een
getal tussen -1 en +1 uit te drukken, gebruikt men in dit
verband de grootheid

s - g - 68
r n’-n

De boven ingevoerde grootheid t kan dan als volgt in ﬁ

worden uitgedrukt;

bep/2E

n-2
1-#2

bl R e i e T R A ——

- e A B e G G - . . e - — - -

Literatuur: :

11 M.G.Kendall, Rank Correlation Methods, London, 1948.

(2] s.T.David, M.G.Kendall and A.Stuart, Some questions
of distribution in the theory of rank
correlation, Biometrika 38 (1951) p. 131-
140,
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e S47 (M14)

Methode der 72 rangschikkingen 1)

" Ben duidelijk voorstelling van deze toetsingsmethode ver-

krijgt men door 72 elementen te beschouwen, die een bepaald
kenmerk, eventueel in verschillende mate, bezitten. dit len-
merk wordt door 7z waarnemers beoordeeld en ieder van deze
waarnemers rangschikt deze 72 elementen volgens zijn beoor-
deling naar opklimmende waardering. Op deze wijze ontstaan
72 rijen van rangschikkingen. We willen nu een maat aange-
ven voor de overeenstemming tussen deze rangschikkingen,
m.a.w. ecn maat voor de overeenstemming tussen de 772 beoor—
delingen. De EZEQEQEEEf%z , die met deze methode getoenst
kan worden, houdt in dat er geen overeenstemming tussen de
waarnemers bestaat; precieser gezegd, dat alle rangschik-
kingen onafhankelijk van elkaar op toevallige wijze zijn
ontstaan. Dit is b.w. het geval, als het betrokken kenmerk
in werkelijkheid voor alle elementen dezelfde waarde bezit.
We kunnen de afleiding voor de maat van overeenstemming

het eenvoudigst geven aan de hand van een voorbeeld.

Y
elementen A B ¢ D E F
rangnummers toegekend 4
door waarnemer 5 y 1 8 3 2
s 2 3 1 g 8 4
e 4 1 § 3 2 5
% 4 3 2 5 z 4
VY 0 19 22 /7
De som van alle rangnummers 1is %7?%&(%41) . Onder de hmpo-
these g% is het theoretische gemiddelde van iedere kolom:
;%4n[%7+d
N We beschouwen nu de afwijkingen van dit gemiddelde. In ons

voorbeeld is het theoretisch kolomgemiddelde gelijk aan 14.
De afwijkingen daarvan zijn

7 -3 A 5 -2 3

v

— et e e e e i

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid
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ie som der kwadraten van deze afwijkingen noemen wij S.
In ons voorbeeld is S = O64.
Als alle m rangschikkingen gelijk zijn wordt het maximum van S
bereikt.

. . . 1 2
Dit maximum 18 = m (n
We defini&ren nu als coéfficiént van overeenstemming

3
~

-n) .

v 128
m (nB—n)

, 12 x 64
In ons voorbeeld is W = 16 % 7105 = 0,229.

W varieert dus tussen O en 1.

De verdeling van S onder de hypothese HO is exact berekend
voor een aantal waarden van n en m [l] , terwijl voor grote m
en n benaderingen bekend zijn.

De meeste gebruikeli jke benaderingen zijn de volgende.

10, De }fz-benadering:
2 12 8 . 2 .
/e - = = -
)Lr = m(n-1)W T (BT heeft voor m —» oo een X' ~-verdeling
met n-1 vrijheidsgraden ([1] pg. 8% [2] pg. 36-37).
20, De z-benadering:
W . , 2z
V = (m-1) 4=y 18 b1j benadering verdeeld als F = e™--
(F is de F van Snedecor, z de z van Fisher) met
2
\% 1 - n—l-—r-n—
vV, = (m-l)\>1 vrijheidsgraden ( [1] pg. 8% [ 2] pg.33-36).
Met behulp van de verdelingen van S of W onder de hypothese
HO, kan deze hypothese getoetst worden, waarbij H_ verworpen

wordt als W-waarden dichtbij 1 (resp. S dichtbij = mz(nB-n))
aanneemt, de kritieke z6ne is dus van de vorm W = W (resp.
SZs,).

Het kan voorkomen dat de waarnemers geen onderscheid ont-
dekken in de mate waarin verschillende elementen het kenmerk
bezitten. Ze geven deze elementen dan gelijke rangnummers.

Veronderstel, dat door een waarnemer geen onderscheid wordt
gemaakt tussen de elementen, die de rangnummers 3 t/m 6 moeten
dragen. Dan wordt als rangnummer van ieder van deze elementen
het gemiddelde van de rangnummers % (2 +4% +5 +0) = 43 gebruikt.

Daar het maximum van S nu verandert, moeten wij een correc-
tie op de formule vamrW toepassen. Deze vindt men in [1]1 (pg.82)
en[ 2] (pg. 28-30). Eveneens veranderen dan de formules voor de
X 2—benadering ([1] pe. 86, [2] pg. 37) en voor de z-benadering
([1] pg. 86 [2] pg. 34), doch deze correcties zijn van weinig
betekenls, tenzij het aantal gelijken groot is.
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Betrouwbaarhcidsintervallen (algemeen).l)
® Zij X een stochastische grootheid, ‘die een verdelingsfunctie

bezit die, op een onbekende parameter & na, geheel bekend is
( @ kan bv. het gemiddelde van X zijn, of de spreiding of
iets dergelijks), dan kan men de vraag stellen uit een aantal
waarnemingen van x een schatting voor & af te leiden.

Een betrouwbaarheidsinterval:f'voor ¢ is een interval,
waarvan de grenzen afhankelijk zijn van de waarnemingen %, ,...,
4, van X , en dat de eigenschap bezit,'behoudens een zekere
gegeven onbetrouwbaarheid .« , de juiste waarde van @ +te bevatten.
Dit betekent, dat bij een serie bepalingen van betrouwbaarheids-
intervallen slechts in ongeveer een fractie ¢X van deze gevallen

het intervalgz'zo zal uitvallen, dat het ¢ niet bevat. Hierbij
is dus 6 constant en het intervalé?veranderlijk (en wel sto-
d;astisch). Hierin ligt het grote verschil met een zgn. veor-
spellingsinterval, d.i. een gegeven vast interval, waar een
stochastisch punt met een zekere waarschijnlijkheid in valt.

ot

Het algemene principe ter bepaling van een betrouwbaarheids~

interval is het volgende: zij 97éen toets voor de hypothese

g =6 (vgl.S47(M6)), dan is 7 de verzameling van die waarden
‘2 die bij toepassing vew1§rop grond van de gevonden waarne-

mingen % ,...., %, niet voor verwerping in aanmerking komen.

Is S7Jtoegepast met een onbetrouwbaarheidsdrempel o, dan is dit
ook de onbetrouwbaarheidsdrempel van het betrouwbaarheidsinter-
val.

Litteratuur:

M.G. Kendall, The Advanced Theory of Statistics, London 1946,
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1950, p.220.
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1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft

niet naar volledigheid of volledige exactheid.



